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.
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or i n t h e s e t o f

e o ll o e a t io n p o i n t s )
,

b u t i t d o e s n o t u s e a n a p p or x i
-

m a t e s o l u t i o n
.
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,
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b o u n d a r y d is p l a e e m e n t s a n d t r a e t i o n s , r e s p e e t iv e ly
.
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A s m e n t io n e d a b o v e ,
t h e r e a r e t w o k i n d s o f o r -

t h o g o n a l op l y on m i a l s u s e d i n t h e S P EM
: C h e b y s h e v
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.
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.
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.
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,

t h e

w e a k f o rm o f t h e e l a s t ie w a v e e q u a t io n e a n b e w r i t t e n

a S

( w
,

尸立) + a ( w
, u ) = ( w
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f ) + ( w
,

h ) r
,

( 4 )

w h e r e u ( t ) 任 占` 15 a t r i a l s o lu t i o n , a n d w 任 。 is a

t e s t f u n e t io n
.

占
,
d e n o t e s a t r i a l so l u t io n d o m a i n

.

F o r

a n y g iv e n , u ( t ) 任 占
, , u ( t ) s a t is f ie s u ` = g ` i n d i s

-

p l a e e m e n t b o u n da r y a n d h a s t h e s q u a r e 一

i n t e g r a b l e

g e n e r a l iz e d f i r s t d e r i v a t i v e in t h e do m a i n
.

W h e r e a s u

d e n o t e s a t e s t f u n e t io n s P a e e , a n d i t s m e m b e r s a t is f ie s

二、 = 0 o n
几

. a n d a lso h a s a s q u a r e 一
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a l i z e d f i r s t d e r iv a t i v e i n t h e d e f i n e d d o m a i n
.

T h e i n
-

n e r p r o d u e t i n E q
.

( 4 ) e a n b e s t a t e d a s

d Z , 、

d Z 「
, 。

( w
,

p“ ) 一 鑫 ( ”
,

尸u ) 一 鑫)
。 。w , u * “。

,

( ` ’

T h i s p a p e r 15 b a s e d o n t h e L e g e n d r e p o l y n o m i
-

a l s
,

w h ie h l e a d s t o a d ia g o n a l m a s s m a t r ix a n d a

p l e a l g o r it hm
.
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( W
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{
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,
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m e t h o d
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,

e d i n

5 111 1 ~

t h e

t h e
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,
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S 2 pa tia l di s e re ti za tio n

Sim i la r to t he FE M
,

t h e o r ig i n al p h y s i e a l d o -

m a i n 口 15 d is e r e t i z e d i n t o n 。 n o n 一 o v e r la P Pi n g e le m e n -

t a r y q u a d r il a t e r a l s 口
亡 .

T h i s p a r t i t i o n 口 = U 口
。 o f t h e

d o m a i n 15 g e n e r i e a l l y r e f e r r e d t o a s t h e q u a d r a n g u l a
-

t io n a n d 15 d e n o t e d a s 毛 h ,

w h e r e 入 15 t h e m e s h p a -

r a m e t e r , a s e a la r e h a r a e t e r i z i n g t h e r e f i n e m e n t o f t h e

s p e e t r a l e l e m e n t m e s h
.

A n d t h e r e s t r i e t i o n o f t h e

t e s t
一

f u n e t i o n w t o t h e e le m e n t 。
。
15 d e n o t e d w h

{
。

.

L e t u s d e n o t e A = 〔一 1
,

1 ] a n d t h e r e f e r e n e e v o lu m e

A
” d ,

w h i e h 15 a s q u a r e o r a e u b e d e p e n d i n g o n t h e

s p a t ia l d im e n s io n n d o f t h e p r o b l e m
.

F o r e a e h e l e
-

m e n t 日
已

任无h , s u p p o s e t h a t t h e r e e x is t s a n in v e r t i b le

m a p p i n g f u n e t io n eF b e t w e e n t h e r e f e r e n e e v o l u m e

a n d a l o e a l e o o r di n a t e s y s t e m of t h e e l e m e n t 口
。 ,

d e -

f i n e d a s eF
:
A

” `

~ 几
f ,

w e e a n t h e n u s e t h is m a p p i n g

b e t w e e n t h e p h y s i e a l d o m a i n a n d t h e r e f e r e n e e d o -

m a i n
, a n d v i e e v e r s a

.

A s s o e ia t i n g w i t h t h e s p a t i a l

d i s e r e t i z a t io 。 乙h ,

w 。 d e n o t 。 占全
t h。 t r i a l so l u t io n

s p a e e d e f i n e d i n e le m e n t
, a n d o h t h e t e s t f u n e t io n

s P a e e d e f i n e d i n e l e m e n t
.

C h o (〕s i n g t h e s a m e f u n e t i o n

s p a e e f o r

对
a n d 。

气 t h e G a le r k i n s t a t e m e n t o f t h e

di s e r e t e w e a k f o r m e a n b e o b t a i n e d
:

( w h ,

尸“ h ) + a ( w h , u h ) 一 ( w h ,

f ) + ( w h ,

h ) :
,

( 9 )
w h e r e u 入 ( , ) 任 。少

,
w 六任 。 h

.

A f t e r s p a t ia l d i s e r e t i z a t io n , a d d i t i o n a l g r i d s ( b a -

5 15 p o i n t s o r i n t e r P o la t i o n Po i n t s ) e a n b e i n t or d u e e d i n

e a e h e l e m e n t d o m a i n t o in e r e a s e t h e a e e u r a e y o f t h e

a P P r o x im a t e d r e s u l t
,

w h i e h 10 e a l le d h i g h o r d e r

m e t h o d i n F EM
.

H o w e v e r ,

i n t h e w a y o f e h oo s in g

t h e a d d i t i o n a l g r i d P o i n t s a n d s h a p e f u n e t i o n s ot a p
-

p or
x im a t e t h e t r i a l s o l u t io n ,

S P E M s h o w s t h a t i t 15

d i f f e r e n t for m a g e n e r a l h i g h o r d e r F E M
.

F o r e o n v e -

n ie n e e , a t t h e m o m e n t w e o n l y e o n s i d e r t h e t w o 一

d i
-

m e n s io n a l p or b l e m
.

F ig u r e 1 s h o w s t h e L e g e n d r e d i s e r e t iz a t i o n o f t h e

r e f e r e n e e e l e m e n t f o r N = 4
,

w h i e h m e a n s t h e o r d e r

o f o r t h o g o n a l P o ly n o m i a ls w e u s e d i n o n e d im e n s i o n 15

4
.

I n L e g e n d r e S P E M
,

i n o r d e r t o t a k e a d v a n t a g e o f

e f f i e i e n t s u m
一

f a e t o r i z a t i o n t e e h n i q u e s , a n d t o im P r o v e

t h e e o n d i t i o n i n g a n d s Pa r s i t y o f t h e r e s u l t i n g s e t o f a l
-

g e b r a ie e q u a t i o n s ,
t h e a d d i t io n a l g r i d s ( b a s is p o i n t s o r

i n t e r P o l a t i o n P o i n t s ) a r e l o e a t e d a t ht e t e n s o r P r o d u e t

o f t h e L e g e n d r e G a u s s 一 L o b a t t o p o i n t s ( c o l l o e a t io n

p o i n t s ) i n e a e h d im e n s i o n , a n d a S p e e i a l 。h a p e f u n e -

t io n d e f in e d w i t h t r u n e a t e d o r t h o g o n a l Po l y n o m i a l s 15

w h i e h le a d s t o a h i g h r a t e o f e o n v e r g e n e e
.

L e g e n d
r e di s e r e t i z a t i o n o f t h e

efr eern
ce d e l l le n l

for N = 4

O n e a e h e le m e n t
,

t h e s o l u t io n 15 a p p r o x im a t e d

b y t h e L a g r a n g e i n t e r p o l a t io n o f t h e s h a p e f u n e t io n s

d e f i n e d a t e o ll o e a t io n p o i n t s
.

T h a t 15
, a f u n e t i o n

u ( 宁
,

叩)
,

d e f i n e d o n t h e r e f e r e n e e s q u a r e A
” ` , 。 a n b e

a P P or x im a t e d a s

u ( 子
,

, ) 二 习云
。沪 , ( 宁)沪

,

( : )

艺艺云
。必。 ( :

,

妇
,

i = l) j 二 O

w h e r e u ij = u ( 宁
, ,

丫) a r e t h e v a l u e s o f

p o i n t马 t h e s h a p e f u n e t io n 协ij ( 右
,

, )

( 10 )

a t t h e g r i d

t h e t e n s o r

“
.

15

p or d u e t o f t h e b a s i s f u n e t i o n 沪 , (芬) d e f i n e d i n o n e d i
-

m e n s i o n
,

t h at i、 价。 ( 舀
,

刀 ) 二 沪 , ( 母) , ,

( 刃)
·

, 、 (芍)
e a n b e e x p a n d e d i n a t r u n e a t e d o r t h o g o n a l p o l y n o m i

-

a ls a n d s a t i s f y i n g t h e r e la t i o n 切 , (营庵 ) = 占谈 w i t h i n t h e

A
, a n d id e n t i e a l l y z e r o o u t s i d e

.

H e r e ,

占
,泛 d e n o t e s t h e

K or
n e e k e r d e l t a s y m b o l a n d 夸 s t a n d s f o r 言 o r 专

.

D e -

t a i l s o f t h e L e g e n d r e p o l y n o m ia ls a r e g i v e n i n t h e A p
-

Pe n d i x
.

S i n e e i t 15 d i f f i e u lt t o e o m P u t e t h e in n e r p r o d u e t

in E q
.

( 9 ) a n a ly t i e a l l y b y u s i n g L e g e n d r e p o l y n o m i
-

a ls, t h e d i s e r e t e i n n e r Por d u e t s
ho

u l d b e d e f i n e d t o

a p p r o x im a t e t h e i n n e r p or d u e t i n E q s
.

( 5 )一 ( 8 )
.

A I
-

5 0 ,
t h e d i s e r e t e i n n e r P or d u e t s a r e b a s e d o n t h e t e n -

5 0 卜 P or d u e t o f l
一

D G a u s s 一 L o b a t t o
一

L e g e n d r e fo rm u la s
.

T h e q u a d r a t u r e Po i n t s a r e t h e s a m e a s t h e b a s is Po i n t s

5 0 t h e e a le u la t i o n 15 e a s y t o b e P e r f o r m e d
, a n d f o r

N + 1 q u a d r a t u r e p o i n t s
, a l l p o l y no m i a ls o f d e g r e e

簇 ZN 一 z 。 a n b e i n t e g r a t e d 。 x a e t l y [2 2 ]
.

In t h i、 。 a s e ,

t h e d is e r e t e i n n e r p or d u e t s i n E q
.

( 9 ) a r e d e f i n e d
a s [ 1 1 ]

:

N

(嵘
,

脚知
、 一
艺乙味 、

e = 1 2 ,

了= 0
衫宁

,

妇
·

u

丸}。 ( :
` ,

丫)
·

* 一J
。

( 右`
,

丫)l 。 。 ,

( 1 1 )
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.

2 6 NO
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1 2 0 0 6

N

a N ( w丸
, u

丸)
、 一
艺名 节 w

灸l。 ( :
` ,

丫)
1 1

,

少= 0

e (分
` ,

丫) :
节

“

知
。 (宁

,

·

} J
。

(泞
, ,

丫) } 。 ij
,

丫)

( 12 )

w h e r e J
。

15 t h e
J

a e o b i a n m a t r i x o f t h e e o 一 o r d i n a t e

t r a n s f o r m a t io n a t a n e l e m e n t le v e l
,

w e ig h t o ij 二

。 ,价
, a n d 节 15 t h e p u ll b a e k o f t h e g r a d ie n t 。 p e r a t o r

o n t h e r e f e r e n e e v o l u m e 八
” d :

vx 端 }。 = 幸 w

知
。 (妇

M 15 d i a g o n a l
,

w e e a n im P le m e n t t h e t im e i n t e g r a -

t i o n o f E q
.

( 14 ) n u m e r i e a l ly b y a e e n t r a l d i f f e r e n e e

m e t h o d
,

w h i e h 15 e o n d i t i o n a l l y s t a b l e
.

H o w e v e r ,

w h e n
M 15 d i a g o n a l

,

i t 15 e x P li e i t
.

W h e n t h e e h o i e e

o f t h e t im e s t e P 15 n o t r e s t r i e t e d t oo m u e h
, a s 15 o f t e n

t r u e i n e l a s t i e w a v e p or Pa g a t i o n p or b l e m s ,
t h e e e n t ar l

d i f f e r e n e e m e t h o d 15 g e n e r a ll y o n e o f t h e m os t e co
-

n o m i e a l p r o e e d u r e s a n d 15 t h u s w i d e zy u s e d [ 6 ]
.

T h e

s o l u t i o n a t t im e ( n + 1 )△ t 15 o b t a i n e d b y S o lv i n g t h e

fo l lo w i n g s y s t e m o f li n e a r e q u a t io n s d i r e e t l y
:

口 h

= v 尹 N }几

a 匕

a (凡 (参) )

{ 1
. _

{
_ , ” 、 , _

, .

{
_ ,

2
、 _

{
_ _ _

} 万一万ZU }刃
`

” = 厂
“
一 } 入 一 丁

-

万 」妙 ) U
“

\ 公 t 一 I \ △ t
` /

.

( 1 3 ) { 1
_ _

)
_ _ _ _ 1

一 {
-

厂万丹卫 {打
’ `

\ △ t
` /

( 15 )

L i k e F EM a P p r o a e h
,

d e r o r d i n a r y d i f f e r e n t ia l

a s e t o f O f 一

e q u a t i o n s w i t h

s e co n d

r e s P e e t t 0

t inr e f o r w a v e f i e ld d i s p la e e m e n t s e x p r e s s e d b y

M U ( t ) + K U ( t ) = F ( t )
,

( 14 )

w i t h u ( o ) = { u o }
,

u ( o ) 二 { u 。 } a s t h e in i t ia l e o n -

d i t io n s f o r t h e i n i t i a l d i s P l a e e m e n t a n d i n i t i a l p a r t i e l e

v e l o e i t y
,

w h e r e t h e u n k n o w n v e e t o r U e o n t a i n s t h e

v a l u e s o f t h e d is e r e t e s o l u t io n u a t a l l L e g e n d r e e o l lo
-

e a t i o n p o i n t s i n a l l e l e m e n t s
,

M 15 t h e g l o b a l m a s s

rn a t r i x
,

K 15 t h e g lo b a l s t i f f n e s s m a t r i x
, a n d F 15 t h e

f o r e e v e e t o r
.

T h e y e a n b e e o m P u t e d u s in g t h e m a t r i x

e le m e n t s u m m a t i o n o v e r a ll t h e e l e m e n t m a t r i x e s o f

M (
e
) a n d K (

e
)

.

T h e e o n t r ib u t i o n s f or m n o d e s w h ie h

a r e e o mmo
n t o a n e l e m e n t p a i r a r e s u m m e d t o e n f o r e e

t h e e o n t i n u i t y r e q u i r e m e n t o f t h e
so l u t io n o n t h e e le

-

m e n t b o u n d a r ie s
.

W i t h t h e h e lp o f t h e m a p p i n g f or m

a ph y s ie a l e le m e n t t o r e f e r e n e e e l e m e n t
, a l l t h e e l e

-

m e n t m a t r ix e s e a n b e co m p u t e d i n a r e f e r e n e e v o l
-

U l l l e
.

1
.

4 E l e m e n t b y e l e m e n t t e e h n i q u e

T h e id e a o f a n e le m e n t b y e l e m e n t a l g o r i t hm

f i r s t ly a p p e a r e d in F E M [6 ]
.

s e r ia n i i n t r o d u e e d t h is

i d e a i n t o t h e C h e b y s h e v e P o ly n o m i a l S P E M i n

29 9 7 〔1 8 ] A lso
,

t h i s a lg o r i t h nt e a n b e e m p l o y e d f o r

t h e l
一 e g e n d er P o ly n o m ia l S P E M

,

w h i e h 15 t h e m aj o r

P a r t in o u r w o r k
.

G e n e r a l l y
,

g l o b a l m a s s m a t r i x a n d s t if f n e s s m a -

t r i x s h o u ld b e f o rm e d t o s o lv e a n e l a s t i e w a v e P or b le m

w h e t h e r S P E M o r F EM 15 u s e d
,

w h i e h r e q u i r e s a

la r g e m e m o r y s Pa e e e v e n i f o n e 一

d im e n s io n a l v a r i a b le

b a n d s t o r a g e s t r a t e g y 15 u s e d
.

T h i s 15 t r u e e s p e e ia l ly

in S P EM
,

w h e r e t h e m e m o r y s P a e e i n e r e a s e s r a P i d ly

a s t h e o r d e r o f p o l y n o m i a l s i n e r e a s e s
.

I n t h e t im e i n
-

t e g r a t i o n p or e e d u r e ,
t h e m o s t e o m p u t a t i o n a l i n t e n s i v e

p a r t 15 a m a t r i x
一 v e e t o r P or d u e t i o n ( s e e E q

.

15 )
, s u e h

a s s
·

P*
,

w h e r e 5 15 a g l o b a l m a t r i x
, a n d P * i s a

g lo b a l v e e t o r
.

oC
n s i d e r i n g t h e s P a r s e e h a r a e t e r o f

t h e s e g l o b a l m a t r i x e s ,

m o s t o f t h e e o m p u t a t i o n in s
·

P走 15 u s e l e s s
.

F or m e l e m e n t 卯 i n t o f v i e w
,

t h e r e s u l t

v e e t o r o f s
·

P * e a n b e e o m p u t e d a t t h e le v e l o f i n d i
-

v i d u a l e l e m e n t s
.

T h is e a n b e w r i t t e n a s

S
·

, * 一

(艺亏
·

!
p * 一

习 (亏二 户二)

( 1 6 )刀一一
ù公

艺
·

A n a t t r a e t i v e p or P e r t y o f t h e L眼 e n d er a p p or
a e h

15 t h a t
,

i n e o n t r a s t w i t h e la s s ie a l F E M
,

d u e t o t h e

e o n s i s t e n t i n t e g r a t i o n s e h e m e a n d t h e u s e o f L e g e n -

d er
一

G a u s s 一

OL b a t t o f o r m u l a s ,
t h e g l o b a l m a s s m a t r ix

M 15 a lw a y s d i a g o n a l
,

w h i e h l e a d s t o a f u l l y e x p li e i t

s e h e m e a n d m a k e s t h e a l g o r i t hm e a s y t o im P le m e n t
.

1
.

3 T im e d i s e r e t i z a t i o n

In o r d e r t o s o lv e t h e s y s t e m o f l in e a r e q u a t io n

( 14 )
,

w e m u s t i n t e g r a t e o v e r t h e t im e i n t e r v a l

〔0
,

T ]
.

T h i s m a y b e d o n e i n a d i r e e t w a y b y d i s
-

e r e t iz i n g t h e t im e v a r i a b l e a s t
二

= n △ z
,

0簇 n 镇 N 丁
,

w h e er △ t “ T / N T , a n d N 了 15 t h e t o t a l n u m b e r o f

t lm e s t e P s
·

In o u r L e g e n d r e a P p or
a e h

, s i n e e t h e m a s s m a t r ix

w h e r 。
亏

` 。 n d 云呈
a r e t h e e le m e n t e o n t r ib u t i o n s t o t h e

g lo b a l m a t r i x 5 a n d g lo b a l v e e t o r p * , r e s p e e t i v e l y
.

In

t h e a b o v e e q u a t i o n
,

i n s t e a d o f e o m p u t i n g t h e m u l t i
-

p l i e a t io n o f g lo b a l m a t r i x w i t h t h e g l o b a l v e e t o r ,

i t 15

e a l e u l a t e d i n t h e l o e a l e l e m e n t s e n s e
.

T h e d e t a i l e d

t r e a tm e n t 15 t h a t
,

f i sr t
, e le m e n t m a t r i x 15 e a le u la t e d

,

a n d t h e e l e m e n t v e e t o r 15 fo r m e d u s in g t h e g l o b a l a n d

lo e a l l in k s ,

1
.

e
.

t h e v e e t o r

云二15 s e a t t e r e d f r o m t h e

g lo b a l v e e t o r P委 w i t h t h e h e l p o f t h e i r r e l a t io n s h ip b e -



P ro g r e s s in N a t u r a
l S

e ie n e e V o
l

.

16 N o
.

1 2 0 0 6 w w w
.

t a n
d f

.

e o
.

u k / i
o u r n a ls 2 5

t w e e n

云二
a n d p、

.

T h e n t h e ir p r o d u e t s a r e e a r r i e d o u t

l o e a l l y u s in g m a t r i x
一 v e e t o r m u l t ip l i e a t i o n a lg o r i t h m s ,

a n d t h e e l e m e n t v e e t o r
石又二 亏

` ·

云二15 o b t a i n e d
.

fA t e r

t h a t
,

石工i
。 。 o l le e t e d t 。 t h e g l o b a l v e e t o r y 走

.

W it h t h e

h e lP o f s e a t t e r i n g a n d e o l le e t i n g b e t w e e n t h e g l o b a l

m a t r ix a n d e l e m e n t m a t r i x t h r o u g h t h e m a p p i n g
, t h e

g lo b a l m a t r ix 5 15 no t r e a l l y u s e d
, a n d o n l y t h e e l e

-

m e n t m a t r ix s
尸

15 s t o r e d in o u r m e t h o d
,

w h i e h d r a s t i
-

e a l l y r e d u e e s t h e m e m o r y r e q u i r e m e n t a n d e o m p u t a
-

t 10 11 C O S t
.

A s q u a r e e o m p u t a t io n a r e a 门 w i t h m X m n o n -

o v e r l a p p in g q u a d r i l a t e r a l e le m e n t s 15 u s e d h e r e a s a n

e x a m p l e
.

T h e o r d e r o f t h e L e g e n d r e P o ly n o m ia l s 15

n , a n d t h e t o t a l n u m b e r o f p o i n t s o f t h e g lo b a l g r i d 15

( m , + 1 ) X ( m n + 1 )
.

T h e n ,
t h e s i z e o f t h e g l o b a l

m a t r ix 5 w i l l b e 5 9 = [ 2 又 ( m n + 1 ) 义 ( m n + 1 ) ] 2
.

I f w e u s e t h e e le m e n t b y e le m e n t m e t h o d
,

t h e s i z e o f

t h e e l
eme

n t
anr

t d x
亏

`
w il l 反 〔Z x ( n + l ) x ( 、 + 1 ) ]

2 ,

s in e e t h e r e a r e m X m e le m e n t s
,

t h e t o t a l s i z e 15 r e -

q u i r e d t o b e s
。
= m x m x [ Z x ( n + 1 ) x ( n + 1 ) ] 2

,

T h e r e f o r e ,

么
S

r

A s s u m e m = 10 0

了 \ 4
~ 2

、 ,

}
一

一工匕
-

}
汤, 之二 刀泛 2凡 t 月 }

\ 刀 十 1 /

2 N u m e r i c a l e x a m P l e s

T o d e m o n s t r a t e t h e a e e u r a e y a n d e f f i e i e n e y o f

t h e s p e e t r a l e le m e n t m e t h o d
,

w e s im u l a t e s o m e s p e -

e i f i e p r o b l
e
m

s a n d
e o m p a r e t h e r e s u l t o f L e g e n d

r e

S P E M w i t h t h e e o r r e s p o n d i n g a n a l y t i e a l s o l u t i o n o r

s o l u t i o n o f t h e o t h e r m e t h o d
.

A l l o f t h e s e e x a m P l e s

a r e e o m p le t e d in p e r s o n a l e o m p u t e r b y u s i n g t h e e le
-

m e n t b y e l e m e n t a p p or a e h
.

2
.

1 A h o m o g e n e o u s m e d i u m

F i r s t
,

w e e o m P a r e t h e a n a ly t i e a l a n d n u m e r i e a l

s o l u t io n s fo r a n im p u l s iv e f o r e e a e t i n g i n a n e la s t i e h o -

m o g e n e o u s m e d i u m
.

T h e t e s t m o d e l 15 s h o w n i n

F i g
.

2
,

w h i e h e o n s i s t s o f a s q u a r e d o m a in w it h t h e

s id e le n g t h o f L = 2 5 6 0 m
, a n d t h e e o m p r e s s i o n a l a n d

s h e a r v e lo e it i e s , a n d d e n s i t y
,

g iv e n b y v p = 2 9 0 0 m /
s , 。 ,

= 一6 1 i m / S ,

。 一 1 9 0 0 k g /m 3 , r e s p e e t i v e l y
.

A

h o r i z o n t a l b a n d
一

l im i t e d f o r e e 15 a p p l ie d a t t h e p o i n t

S ( 一 3 0 0 m
,
一 3 0 0 m )

.

T h e w a v e le t f u n e t io n 15 t h e

f ir s t d e r i v a t i v e o f a G a u s s i a n f u n e t io n , a n d i t s e e n t r a l

f r e q u e n e y 15 1 0 H z
.

T h e r e e o r d P o in t R 15 lo e a t e d a t

( 3 0 0 m
,

3 0 0 m )
.

( 1 7 )

12 8 0

丛凡lea n d n = 6
,

七 5 4 0 0
.

T h a t i s
, t h e

m e m o r y r e q u i r e d w i l l r e d u e e

t h e e l e m e n t b y e l e m e n t t e e h n i q u e

t h a n 5 0 0 0 t im e s i f

15 u s e d
.

. R

一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一

N o w
,

le t u s e o n s id e r t h e e o m p u t a t i o n e o s t
.

I n a

g l o b a l m a t r i x
一 v e e t o r P or d u e t io n S

·

P、
,

t h e t o t a l n u m
-

b e r o f m u l t ip l i e a t i o n s T : = 〔Z X ( m n + 1 ) X ( m n +

1 )」2
.

H o w e v e r ,

i n t h e e le m e n t b y e l e m e n t t e e h
-

n i q ue
,

t h e g l o b a l m a t r i x
一 v e e t o r

p r o d u e t io n 15 t r a n s -

fo
r
m e d i n t o m X m t im e s e l e m e n t m a t r ix

一 v e e t o r P or
-

d u e t i o n , a n d i t s t o t a l n u m b e r o f m u l t i p l ie a t io n s eT =

m 又 m 火 [ 2 只 ( n + 1 ) x ( n + 1 ) ]
2

.

T h e n ,

w e 。 a n

o b t a i n

S .

一 12 8 0 L
~

一

一 12 8 0 12 80

F i g
.

2
.

A ho mo
g e n eo u s m o d e l

.

T 。 ,
_

{ n ) 4

下二
~

只岑 刀王一 X {
.

一一甲 , 丁】
l e \ n + 1 /

( 1 8 )

T h a t 15
,

t h r o u g h t h e e l e m e n t b y e l e m e n t t e e h n i q u e ,

t h e e

om
p u t a t io n e o s t e a n b e r e d u e e d d r a s t i e a ll y i n t h e

s a m e a m o u n t a s t h a t o f r e d u e e d m e m o r y s P a e e r e -

q u i r e d
.

M o r e o v e r , s i n e e m o s t o f t h e w o r k in L e g e n d r e

S P E M e a n b e e o m P le t e d i n lo e a l e l e m e n t i f t h e e l e
-

m e n t b y e l e m e n t a p p or
a e h 15 u s e d

,
t h is L e g e n d r e

S P E M 15 s u i t a b l e fo r b e i n g p a r a l l e l e d n a t u r a l ly
, a n d a

h i g h d e g r e e o f v e e t o r i z a t io n a n d p a r a l l e l i
z a t i o n e a n b e

o b t a i n e d
.

I n o u r S P E M
,

t h e m o d e l 15 d i s e r e t i z e d u s i n g

6 4 b y 6 4 s q u a r e s p e e t r a l e l e m e n t s
,

t h e s i z e o f e a e h e l
-

e m e n t 15 4 0 m b y 4 0 m
.

W
e u s e a p o l y n o m i a l d e g r e e

N = 4 i n e a e h e l e m e n t
.

T h e t im e s t e P △ t 15 0
.

s m s
.

A n a b s o
br i n g s t r i P 15 a d d e d o u t s i d e t h e b o u n d a r y t o

s im u l a t e t h e o p e n r a d i a t i o n e o n d i t i o n s ,

w h i e h u s e s a

d a m p i n g m e e h a n i s m t o a t t e n u a t e t h e e l a s t i e e n e r g y

s m oo t h l y
,

F i g
.

3 d i s p l a y s a s n a p s h o t o f h o r iz o n t a l v e l o e i t y

Vx
a t t im e 0

.

3 6 5 ,

w h ie h 15 t h e r e s u l t o f S P E M
,

w h e r e t h e P
一 a n d s

一

w a v e s e a n b e e a s i ly r e e o g n i z e d
.

F ig
.

4 ( a ) a n d F i g
.

4 ( b ) a r e t h e e o m p a r is o n s b e t w e e n

a n a l y t i e a l a n d n u m e r i e a l s o l u t io n s fo r h o r i z o n t a l v e lo e -

i t y a n d v e r t i e a l v e lo e it y w a v e fo r m s r e e o r d e d a t p o i n t

R
, r e s p e e t iv e ly

.

I n e a e h f ig u r e ,
t h e r e a l l i n e d e n o t e s



2 6 w w w
.

t a n
d f

.

e o
.

u k / j
o u
rn

a l s P r o g代 55 in N a t u r a
l Sc ie n e e

VO I
.

16阶
.

1 200 6

t h e r e s u l t o f a n a l y t ie a l m e t h o d
,

w h i l e t h e d a s h l i n e

d e n o t e s t h e r e s u l t o f S P EM
.

T h e d o t li n e d e n o t e s t h e

d i f f e r e n e e b e t w e e n t h e w a v e fo rm s b y t h e t w o m e t h
-

o d s ,

w h i e h h a s b e e n a m P l if ie d b y a f a e t o r 3 f o r e a s y

v is u a li z a t io n s
.

T h e a g er e m e n t 15 e x e e l le n t w i t h a

m a x im u m e r r o r o f n e a r l y Z% fo r a l l w a v e fo rm s t h a t

w e r e e o r d
.

t w o q u a d r i la t e r a l f o r rn a t io n s w h ie h e o n s t i t u t e a h o r i
-

z o n t a l la y e r e e n t e r e d a t t h e s q u a r e d o m a i n
.

T h e d o w n

f o rm a t io n 15 a s l o w fo r m a t i o n ,

w i t h i t s e o m p r e s s io n a l

a n d s h e a r v e
lo

e i t i e s , a n d d e n s i t y
,

g iv e n b y v p l =

2 9 0 o m / s , v s

一 1 6 l l m / s , a n d 尸1 = 19 0 0 k g / m 3 ,

r e s p e e t iv e ly
.

T h e u p p e r f o r m a t io n 15 a f a s t o n e ,

w i t h

i t s e o m p r e s s io n a l a n d sh e a r v e l o e i t i e s , a n d i t s d e n s i
-

钾
,

g i v e n b y v p Z = 3 6 0 0 m / s
, v 业 = 2 0 5 7 m / s , a n d

尸2 = 2 6 5 0 k g /m 3 , r e s p e e t iv e ly
.

T h 。 。 a m 。 h o r i z o n t a l

b a n 手 l im i r e d fo
r e e u s e d i n S e e t i o n 2

.

1 15 a p p li e d a t

p o i n t 5 w h i e h l ie s a t p o i n t ( o m
,
一 2 2 5 m ) i n t h e

l o w e r fo r m a t io n
.

N o w
,

w e u s e t w o r e e o r d p o i n t s l y
-

i n g i n t h e l o w e r a n d u p P e r fo r m a t io n s , r e s P e e t i v e l y
.

T h e f i r s t r e e o r d p o i n t R , 15 a t ( 5 0 0 m
, 一 2 7 5 m )

,

w h i l e t h e s e e o n d o n e R Z 15 a t ( 50 0 m
,

2 7 5 m )
.

F ig
.

3
.

A s n a P s ho t o f Vx
a t o

.

36
s

.

一 1 00

一 2 0 0

A p s e u do s p e e t r a l ( P S ) m e t h o d 15 u s e d t o c o m
-

p a r e w it h t h e S P E M
.

F o r e o m p u t i n g s p a t i a l d e r i v a -

t i v e s ,

oF
u r ie r d i ff e r e n t i a l o p e r a t o r s a r e u s e d i n bo r h

h o r i z o n t a l a n d v e r t i e a l d i r e e t io n s i n t h e P S m e t h o d
.

A e e o r d i n g t o t h e m o d e l i n F i g
.

5
,

t h e s e o p e r a t o r s

w o u ld h a v e i n f i n i t e a e e u r a e y ( w i t h i n a m a e h i n e P r e e i
-

s io n ) u p t o t w o p o in t s p e r m i n im u m w a v e le n g t h ( t h e

N y q u i s t w a v e n u m b
e r )

.

12 8 0

八U八八曰UOnùn曰nU
傀j八乙
1
..

`

。心三通日式

A n a jy t je a l

S P EM F o r n l a t i o n Z

R一R.一.
一 3。。

} 一
: R R

s,

0 0
.

] 0 2 0 3 0
卜

4 0
.

5 0石

T ime ( s )

FO Tll l at io n

一 12 8 0匕一
一 12 80 12 8 0

0nU八U00nU
,、,ú-

0

一 10 0

F ig
.

5
.

T h e m od
e 1 o f h o m o g e n oe u s m e d i u m w i t h a h o r i z o n t a l l a y

e T
.

召日二口丈任

一 2 0 0

一 3 0 0

A n a ly t i e a l

S P EM

} 下
E

件
R

. , .

)
0 0

.

1 0 2 0 3 0
.

4 0 5 0石

T im e ( s )

F ig
.

4
.

OC m p a r i s on
s b e t w e e n t h e a n a ly t i e a l a n d n u m e r i e a l so lu

-

r ion
s i n esr p on s e t o a h o r i

onz
t a l fo r e e i n a n e la s t i c h om 吧

e n eo u s

m e d i u m fo r ( a ) t h e h o r ioz
n t a l

v e loc i t y
,

a n d ( b ) t h e v e r t i e a l
v e loc i

-

t y ,

re s p ce
t ive ly

-

T h e P S d o m a i n 15 e o m p o s e d o f 2 5 6 X 2 5 6 s q u ar e

e le m e n t s
, a n d e a e h e l e m e n t h a s a s i z e o f 10 m i n t h e

h o r i z o n t a l a n d v e r t i e a l d i r e e t io n s
.

T h e t im e s t e p 15 △ z

= 0
.

8 m s
.

In o r d e r t o a v o i d w r a Pa r o u n d e a u s e d b y

t h e p e r io d ie p or p e r t i e s o f t h e

oF
u r i e r m e t h o d

, a b so r b
-

i n g er g i o n s a er p la e e d a l o n g t h e b o u n d a r i e s in t h e h o r -

i z o n t a l a n d v e r t i e a l d i r e e t io n s
.

,才,
了

O一

|
ù

l
||目仓

2
.

2 A ho m o g e n e o u s m e d i u m w i t h a h o r i z o n t a l l a y e r

In t h is s e e t i o n ,

w e e o n s i d e r a p i e e e w i s e h o m o g e -

n e o u s m e d iu m w i t h a h o r i z o n t a l la y e r
.

T h e t e s t m o d e l

15 s h o w n i n F ig
.

5
,

w h i e h 15 a lso
a s q u a r e d o m a i n

w i t h a s i d e le n g t h o f L 二 2 5 6 0 m
,

b u t i t e o n s i s t s o f

In t h e S P E M
,

t h e m o d e l 15 d i s e r e t iz e d u s i n g

6 4 X 6 4 s q u a r e s p e e t r a l e l e m e n t s , a n d w e u s e a p o l y
-

n o m ia l d e g r e e N = 4 i n e a e h e l e m e n t
.

oC
n s i d e r i n g t h e

lo e a t io n o f t h e l a y e r 15 d e f i n e d d i f f e r e n t l y b e t w e e n

S P E M a n d P S m e t h o d s ,
t h e s iz e o f e a e h e l e m e n t i n

t h e S P E M 15 d e t e r m i n e d a s 5 0 m 只 5 0 m
.

T h e r e f o r e ,
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t h e S P E M e o m p u t a t i o n d o m a i n 15 l a r g e r t h a n t h a t o f

t h e P S m e t h o d
.

H o w e v e r ,

i t w il l n o t a f f e e t t h e r e -

s u l t s o f i n t e r e s t
.

T h e t im e s t e p i n t h e S P EM 15 △ t “

0
.

8 m s
.

召三一一ì日叱

F 19
.

6 s h o w s t h e s n a p s h o t o f h o r iz o n t a l v e l o e i t y

Vr
s im u l a t e d b y t h e S P E M a t t h e t im e o f 0

.

3 6 5 ,

w h e r e t h e d i r e e t P
一 a n d s

一

w a v e s r e f l e e t P
一 a n d s

-

w a v e s , r e f r a e t e d P
一 a n d s

一

w a v e s , a l s o i n e l u d i n g h e a d

w a v e s , c a n b e r e e o g n i z e d e a s il y
.

F i g
.

7 ( a ) a n d

F i g
.

7 ( b ) a r e t h e e o m p a r iso n s o f t h e r e e o r d e d h o r i
-

z o n t a l v e l o e i t y a n d v e r t ie a l v e l o e i t y w a v e fo r m s a t

p o i n t R 1 f o r t h e P S a n d S P EM
, r e s p e e t iv e ly

.

F ig
.

8 ( a ) a n d F i g
.

8 ( b ) e o m p a r e t h e r e e o r d e d h o r i
-

z o n t a l v e lo e i t y a n d v e r t i e a l v e l o e i t y w a v e fo r m s a t

p o i n t R Z o f P S a n d S P EM
, r e s Pe e t iv e ly

.

In e a e h f i g
-

u r e, t h e r e a l l i n e d e n o t e s t h e r e s u l t 0 1 P S
, a n d t h e

d a s h l in e d e n o t e s t h e r e s u l t o f S P EM
.

B ( ) t h o f t h e m

s h o w a n e x e e l le n t a g r e e m e n t b e t w e e n t h e s e t w o

m e t h o d s ,

w h i e h s h o w s S P E M a e q u i r e s t h e s p e e t r a l

a e e u r a e y u s in g m u e h l o w e r o r d e r o f o r t h o g o n a l p o l y
-

on m i a ls i n t h i s p i e e e w is e h o m o g e n eo u s m e d i u m
.

0
.

1 0 2 0 3 0
、

4 0 5 0石

T im e ( s )

(b ) 代
P S

S P E M

一 10 0

一 2 0 0

一 3 0 0

0 0
.

1 0 2 0 3 0
.

4 0 5 0
.

6

T im e (s )

F ig 7
.

W a v e f o mr
e

om
p a r

iso n s r e e e i v e
d a t R l

,
e x c i t e d b y a h o r i

-

z o n t a l fo r e e in a n e l a s t i e ho m呛
e n eo u s rn e d i u rn

, w i t h a
ho

r i z o n t a l

l
a y e r

of
r

(
a

) t h e

ho
r 议o n t a

l v e ol
e i t y e o m卯

n e n t , a n d ( b ) t h e v e r t i c a l

v e lo e i t y e o m p o n e n t , r e s p e e t iv e ly
.

PS

S P E MK
、 、 .产

a

八Uù日八UnénU八曰几̀2
1 ..1

F i g
.

6
.

S an p s h o t o f 呱
a t 0

.

3 6 5
.

2
.

3 A h o m o g e n e o u s m e d i u m w i t h a n i n e li n e d la y e r

。P日ǐ一dt口阅

0
.

1 0 2 0 3

T i m e (s )

0耳 0乃 0
.

6

T h e n ,

w e e o n s i d e r a p i e e e w i s e h o m o g e n e o u s

m e d iu m w it h a n i n e li n e d la y e r
.

T h e t e s t m o d e l 15

s h o w n i n F i g
.

9
,

w h i e h 15 a ls o a s q u a r e d o m a i n w i t h

t h e s i d e le n g t h o f L = 2 5 6 0 m
.

T h i s m o d e l e o n s is t s o f

t w o q u a d r i l a t e r a l fo r m a t io n s w h i e h e o n s t it u t e a n i n
-

e li n e d la y e r
.

T h e in e l in e d la y e r e r o s s e s t h e e e n t e r o f

t h e s q u a r e d o m a i n a n d fo r m s a n i n e l i n e d a n g l e o f 1 8
.

4 3
0

w i t h t h e h o r i z o n t a l a x i s
.

T五e lo w e r f o mr
a t io n is a

s lo w fo r m a t io n ,
t h e u P p e r f o mr

a t io n 15 a f a s t o n e ,

a n d t h e i r e o m P r e s s io n a l a n d s h e a r v e lo e i t ie s , a n d d e n -
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